436. Legyen p egy 3-nal nagyobb primszam, és legyen:

Sy =17 P2 o’ 2 gt 2y )PP P2
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Igazoljuk, hogy S oszthaté p-vel, Sy pedig p>-tel!
Kelemen Jozsef, Miskolc

Megoldds: Si-ben a kitevok:
p?—p—2 = (p—2)(p+1). Ez paros szdm, és nem oszthaté p—1 - gyel. Altaldnosan
igazolni fogjuk, hogy az

Sp=1"4+2" 43"+ .+ (p—-1)*

Osszeg oszthatd p-vel, ha p egy 3-nal nagyobb torzsszam, k pedig egy p — 1-gyel
nem oszthaté pozitiv egész szam.

Valasszunk ki ugyanis az 1,2,3, ..., (p — 1) szdmok koziil egy olyan b szdmot,
amelyre

b* %1 (mod p)
Ilyen mindig van. Ezutdn nézziik Si-nek bF-szorosat:
S1b% =P 4+ (20)F + (30) + ... + [(p — 1)B]",
amelynek tagjaiban ugyanazok a maradékok lépnek fel, mint Si-ben, tehat:
S1b* = S (mod p),

vagy:
S, (b’“ - 1) =0 (mod p),

de a feltevés szerint b* — 1 nem oszthaté p-vel, igy kell, hogy S; legyen p-vel
oszthaté, amit allitottunk.

Soe-ben szereplo kitevok paratlan k szamok és k — 1 ugyancsak nem oszthaté
p — l-gyel. Minthogy p — 1 paros szam, Sy tagjait parosithatjuk:

k k
p—1 p— 1>
( 2 ) " (p 2 ] '
Mivel k paratlan szdm, az i* + (p— i)k alakid parositdsok mindegyike oszthatd
p-vel, mert ez az alapok Osszege. Az egyes parokban végezziik el a binomok

hatvanyozdsat. Abszolit tag nem marad, p-nek mésodik és ennél magasabb
hatvényat foglaljuk egybe (ez lesz Xp?), igy a kovetkezé médon frhaté az dsszeg:

So=[1F+ (-1 + 2"+ (p- 2t +... +

-1 k—1
Sa = Xp® — kp [1’“—1 LA AR SRR (p2> ]



Az itt zardjelben levo 6sszegrél kimutatjuk, hogy ez oszthaté p-vel. Akkor ennek
kp-szerese p>-tel oszthatd, és ezzel igazolva lesz az, hogy Sy is oszthaté p>-tel.
Vegyiik tekintetbe azt, hogy k — 1 paros szam lévén

k—1

T =(p— i)k_l

(mod p).

Ezért az
—1 k—1
1Rl okl gkl 4 <p>

Osszegnek és a

(p—DF -2+ (p— p_l)k_l

Osszegnek p-re vonatkozé maradéka ugyanaz. De e kettd Osszegére érvényes az
S1 sorra bizonyitott torvényszertiség, hogy p-vel oszthatd, aminek az el6bbiek
alapjin, kovetkezménye az, hogy So méar p>-tel oszthato.
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